Célculo Infinitesimal

APELLIDOS:
NOMBRE:

Derivadas parciales y diferencial de funciones de varias variables

Ejercicio 1. Halla las derivadas parciales de las siguientes funciones. Indica en qué

conjunto A son de clase C*. Escribe el gradiente en el punto (1, —1).

L fz,y) = %ﬂﬂ

Vil,-1)= f es de clase C! en
2. flay) = Va2 +y?—1

Vil,-1)= f es de clase C! en
P

Vi, -1)= f es de clase C! en

Ejercicio 2. Consideramos la funcién vectorial f(z,y) = (fi(z,%), fo(z,v), f3(2, 7)),
siendo fi, fo, f3 las funciones del ejercicio anterior. FKEscribe la matriz Jocobiana en el

punto (1, —1). Indica en qué conjunto A es de clase C'.



Ejercicio 3. Halla las derivadas parciales de las siguientes funciones. Indica en qué

conjunto A son de clase C'. Escribe el gradiente en el punto (1, 1,2).

L. f(z,y,2z) =ln\/22+yz

of _ of _
%_ ax(17172)_
of of

97 _ 9 1,1,2) =
dy 8y(’ 2)
of of _
Y- L(1,1,2) =
Vfi1,1,2) = f es de clase C! en

2. f(x,y,2) = (zy)”

of _ of _
o ax(l,l,Q)—
of of

L = 2 1,1,2) =
ay ay(7 ) )
o7 I
9 = a2(1,1,2)—
Vf(1,1,2) = f es de clase C! en

Ejercicio 4. Consideramos la funcién vectorial f(z,y, 2) = (fi(z,y, 2), f2(x,y, 2)), siendo
f1, fo las funciones del ejercicio anterior. Escribe la matriz Jocobiana en el punto (1, 1,2).

Indica en qué conjunto A es de clase C*.




Ejercicio 5. Comprueba con las siguientes funciones que la continuidad y la existencia

de derivadas parciales no estan relacionadas.

ry?
L fay) =4 240 (z,y) # (0,0)

0 si (x,y) = (0,0)

2 fla,y) = ysinwy2 si (z,y) # (0,0)

Ejercicio 6. Demuestra que las siguientes funciones f : R*> — R son diferenciables en

todo el plano y calcula la diferencial en un punto (a,b).

L f(z,y) =c



2. fz,y) ==

3. f(z,y) = 5z — 2y + 3 SOLUCION:

of . 0f, :
ax(aab) =5 ) 81‘ (aab> - 27 V(a,b) € R
Para que sea difrenciable en (a,,b), se tiene que cumplir
0 0
Fley) — f(a.b) — L)@ —a) - Liab)y-b)
I ox y
m =0.
(2,:9)(a.b) I(x —a,y —b)||

Comprobamos que es cero que para todo (a,b) € R*:
I bx —2y+3—(5a—2b+3)—5-(x—a)+2-(y—>)
im

= 0.

Si f:R"™ — R™ es lineal, jcudl es su diferencial un punto cualquiera @ € R"?

Ejercicio 7. Estudia la diferenciabilidad en R? de la funcién vectorial f : R? — R
siguiente. Escribe la matriz Jacobiana en el punto (7, —).

_ [ (e"*Y,sin(z — y), zsin %) six)#0
Jlew) = { (e?,sin(—y),0) siz=0



Ejercicio 8. Utiliza la regla de la cadena para calcular las expresiones para las derivadas

parciales que se indican de las siguientes funciones:
1. F(r,s,t) = 2ty + y?23 donde z = rset,y = rst, z = r?
oF

5. (21.0)=

ssen(t).

2. F(z,y) = f(g(x) + h(y), g(x)h(y)).
oF

ox

4. F(z,y,z) = f(a®y?,y*2*, 2?2?)
oF

%(1, 1,0) -

OF

(1,1,0) =

oF

1.1 =
82(’ 0)



Ejercicio 9. Comprueba que las siguientes ecuaciones definen a z como funcién implicita

0z 0z

de (z,y) en un entorno del punto que se indica y calcula — en dicho punto.

%yay

1. zyz +sen(z — 6) — 2(z +y + 2%y*) = 0 en (x,y) = (1,1) con 2(1,1) = 6.

%(1,1,6) - £0 %(1,176) = %(1’1’@ =
%(1, 1) = g—Z(L 1) =

2. ycos(zz) + 2% —z+1=0en (z,y) = (0,0).
%(0,0, £0 %(0,07 ) = %(070’ ) =
%(0,0) — g—;@ﬁ) =

Ejercicio 10. Sea f : R* — R una funcién diferenciable en (a,b). Utiliza la diferencial

en el punto (a,b) para aproximar el valor de f(1+ hy, —1+ ho).

Demuestra que para vectores h = (hy, hy) pequeiios, el error es menor que ||A|.

31
Compruébalo con la funcién del ejercicio 1.2 en el punto (1, —1) para el punto (5, 5)

;Pasa lo mismo para valores més alejados del (1, —1)?, compruébalo para f(—99,99).




Ejercicio 11. Halla la pendiente de la superficie f(z,y) = 9 — 2? — 3y* en el punto
(1

9
(2,—1,2) en las direcciones dadas por los vectores (1,0),(1,1) y (0,1).

Ejercicio 12. La temperatura en grados centigrados en un punto (x,y) de una placa
metdlica es de T'(z,y) = 500 — z* — 2y*. Halla la velocidad de cambio de la temperatura

en el punto (1,2) en la direccién del vector v = (u,v).

Ejercicio 13. Calcula las derivadas direccionales de las funciones siguientes en los puntos

que se indican.

L. f(z,y) = In(y/2% + y?) en el punto @ = (1,0) segun el vector v = gf/%j =(

).

=
ot
at

2. f(z,y) = " cos(xy) en el punto @ = (0, —1) segin el vector v = —i +2j = (—1,2).



Ejercicio 14. Halla el vector gradiente de la funcién f(z,y,2) = 2%+ y? — 4z en el punto
(2,—1,1). (En qué direccién es maxima la derivada direccional?, ;cudnto vale?, ;hay

alguna direcciéon en qué sea nula? Nota:

Vii2,-1,1)= Direccién =

Valor = Nula

Ejercicio 15. El error cometido al medir cada una de las aristas de una caja rectangular
es de £0.1 milimetros. Utiliza dV para estimar el error propagado y el error relativo que

se puede cometer al hallar el volumen de una caja de aristas 50, 20 y 15 cm.
SOLUCION

El volumen viene dado por la funcién V(zx,y, z) = zyz, teniendo en cuenta que
Azr = Ay = Az ==+0.1mm = £0.01cm, se tiene

R1% 1% 1%
dV = = (50,20, 15) Az + — (50, 20, 15) Ay + — (50,20, 15) Az =
V= 550,20, 15) Az + 3 (50,20, 15) Ay + (50,20, 15) Az

= Az(20 x 15+ 50 x 15 + 50 x 20) = £0.01cm x 2050cm? = £20.5¢m?

Como el volumen sera V (50,20, 15) = 15000cm?, se tiene que el error relativo serd

v 205

= —— ~0.00136 =0.1 .
v 15000 0.00136 = 0.136%

¥
V1+ a2+ 2
mal a la curva de nivel que pasa por el punto (1, 1).

Vector normal=

Ejercicio 16. Dada la funcién f(z,y) = arctan ( >, calcula el vector nor-

Ejercicio 17. Halla el plano tangente y la recta normal a las siguientes superficies, en

los puntos que se indica.

1. f(x,y) = 2> +y* en el punto (3,1,10)

Plano tangente.

Recta normal.




1
2. flz,y) = p” en el punto (1,1,1)

Plano tangente.

Recta normal.

3. z(zy — 1) —x — y = 0 en el punto (1,2, 3)

Plano tangente.

Recta normal.

4. 24+ € +2r+2y— 2> —y> —3=0en el punto (1,1 + /e, 1)

Plano tangente.

Recta normal.

2 2

Ejercicio 18. Halla la recta tangente y la normal a la elipse — + = 1 en un punto
a

cualquiera (xg, o) de la misma.

Recta tangente.

Recta normal.

Ejercicio 19. Halla la recta tangente a la curva dada por las ecuaciones paramétricas

x(t) = €' + cost, y(t) = e7! + sent. en el punto (x(0),y(0)).

Recta tangente.

Ejercicio 20. Halla la recta tangente a la curva en R® definida por la interseccién de las

superficies z = zy , 2? + y* — 2274 en el punto (3,1, 3).

Recta tangente.




